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Chapitre 1

Préface

1.1 Notations

Dans ce cours, K désignera un corps commutatif (R, C mais pas que).
Lorsque nous parlerons de groupe non-abélien, la loi de composition interne sera notée multiplicative-
ment et I’élément neutre sera noté 1 ou e.
L’application identité sera notée Id, et la matrice identité de M, (K) sera notée Id,,.
Si A est une matrice, on notera 'A sa transposée.
Pour parler d'un K espace vectoriel, j'utiliserai I’abriéviation K-ev.
La notation ¢, ; désigne le symbole de Kronecker, c’est une fonction qui vaut 1 si ¢ = 5, 0 sinon.
On notera A = B pour dire que A et B sont isomorphes.
Si E est un ensemble fini, on notera #E, Card(E) ou encore |E| le cardinal (nombre d’éléments) de E.
Si G est un groupe fini, |G| désignera l'ordre de G.
Si a,b sont des entiers ou des polynomes, on notera a A b leur pged.

1.2 Notes de 'auteur

Ce cours a pour unique but de présenter le déterminant et ses différentes expressions. Le cours est
rudimentaire et ne vise pas a traiter les sujets en profondeur. Pour approfondir, des exercices seront
proposés. Ces exercices permettront notamment d’aller plus loin. Le cours ne traitera pas non plus des
applications du déterminant. Cela sera proposé en exercice pour les lecteurs souhaitant approfondir.
Personnellement, je pense que le cours doit étre vu comme un immense exercice. Pour étre str de
maitriser le cours, le lecteur doit s’assurer d’étre en mesure de refaire chaque démonstration. Vous
remarquerez sirement une différence d’écriture au fur et & mesure de votre lecture, cela est da & 1’évo-
lution de ma compréhension du déterminant et plus généralement & I’évolution de ma compréhension
de I’Algebre linéaire.



Chapitre 2

Motivations

2.1 Histoire

En mathématiques, le déterminant fut initialement introduit en algébre, pour déterminer si un sys-
téme d’équations linéaires comportant autant d’équations que d’inconnues admet une unique solution.
11 se révele un outil trés puissant dans de nombreux domaines (étude du déterminant d’un endomor-
phisme et recherche de ses valeurs propres, définition du déterminant de certaines familles de vecteurs,
calcul différentiel).

Comme pour de nombreuses opérations, le déterminant peut étre défini par une collection de pro-
priétés (axiomes) qu’on résume par le terme « forme n-linéaire alternée ». Cette définition permet d’en
faire une étude théorique compléte et d’élargir encore ses champs d’applications. Mais le déterminant
peut aussi se concevoir comme une généralisation & I’espace de dimension n de la notion de surface ou
de volume orientés. Cet aspect, souvent négligé, est une approche pratique et éclairante des propriétés
du déterminant.

Les déterminants furent introduits en Occident a partir du XVlIe siécle, soit bien avant les matrices,
qui n’apparaissent qu’au XIXe siécle. Il convient de rappeler que les Chinois furent les premiers a uti-
liser des tableaux de nombres et & appliquer un algorithme maintenant connu sous le nom de procédé
d’élimination de Gauss-Jordan.

Dans son sens originel, le déterminant détermine 'unicité de la solution d’un systéme d’équations
linéaires. Il fut introduit dans le cas de la dimension 2 par Cardan en 1545 dans son Ars Magna, sous
forme d’une régle pour la résolution de systémes de deux équations & deux inconnues. Cette premiére
formule porte le nom de regula de modo.

Aujourd’hui, on enseigne le déterminant en commengant par une approche géométrique. Par manque
évident de motivation de la part de I'auteur, cette approche, bien que trés intéréssante, ne sera pas
abordée. Sachez néanmoins que le déterminant & une réelle signification géométrique. Personnellement,
je le vois comme une unité de mesure, comme m, Km, L, Kg, etc. Si vous é&tes intéréssés pour en savoir
plus, je vous conseille le papier [6].

2.2 Premiers pas

Pour ce paragraphe, on définit det(u,v) = det <(Z Z)) =ad—bcouu= <Z> et v = (Z)



2.2.1 Géométrie
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Calculer l'aire du parallélogramme formé par les vecteurs u et v (en gris). Puis calculer det(u, v) et
det(v,u). Que peut-on en conclure ?E|

2.2.2 Matrices

. a b
Soit A = (c d>'

Calculer A~! avec la méthode du pivot de Gauss, puis montrer que A~! = mB ou B € My(K).
Enfin démontrer que A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

1. Pour une meilleure approche géométrique : voir [1].



Chapitre 3

Permutations

3.1 Définitions et théorémes

Définition 3.1.1. On appelle permutation toute bijection de F dans lui méme.

Ezemple 1. Considérons l’ensemble Z/57Z et sa permutation x — x + 2.
01 2 3 4
On la note :

9 3 4 0 1). On note les antécédents sur la premiére ligne et leurs images sur la
seconde.

Définition 3.1.2. On appelle groupe symétrique de E et on note S(E) ’ensemble des permutations
de E muni de la loi de composition o. En particulier, si E = [|1,n|], on le note &,, et on 'appelle
groupe symétrique d’ordre n.

Théoréme 3.1.1. (6(E),0) est un groupe.

Démonstration. L’application identité est le neutre de ce groupe. De plus, la composition de deux
bijections est une bijection. Enfin, comme ces deux bijections vont de E dans F, alors leurs compositions
aussi.

Attention! ce n’est pas forcément un groupe commutatif. O

Définition 3.1.3. Une permutation qui échange deux éléments distincts i et j en laissant tous les
autres inchangés est appelée transposition. On la note (¢ 7).

a b ¢c d e f g h
b a ¢c d e f g h
permutation laisse tout les éléments inchangés sauf deux, c’est une transposition et on peut ’écrire

(a b).

Ezemple 2. Par exemple, écrire j) est plutot long. Comme cette



Théoréme 3.1.2. Toute permutation de &(E) peut s’écrire comme un produit de transpositions'.

Définition 3.1.4. Soit o € G(FE). Pour chaque paire d’éléments (i, j) de &(FE), on dit que (i, 7) est
une inversion de o si et seulement si i < j et o (i) > o(j).

On appelle signature d’une permutation o et on note £(o) le nombre (—1)
On dit qu’une permutation est paire si (o) = 1, impaire sinon.

le nombre d’inversions de o

Théoréme 3.1.3. Soit 0 € &, alors €(0) = [[1<;<j<p %‘;(])

Démonstration. Etudions le numérateur de cette grosse formule :
e Si (4,) n'est pas une inversion de o alors o (i) — o(j) s’écrit k —l avec 1 <k <1 <n.
e Si (7,7) est une inversion de o alors o (i) — o(j) s’écrit —(k —1) avec 1 <k <[ < n.
e Comme o est une bijection, chaque paire (k,!) n’apparait qu'une seule fois.

En changeant (k,[) en (i,7) (car ce sont des variables muettes), on peut donc réécrire :

H 0—(7’) _ U(]) — (71)18 nombre de transposition de o H i—J 5(0')

i—j i—j
1<i<j<n J 1<i<j<n J

Théoréme 3.1.4. La signature est un morphisme de groupe de (&,,0) dans ({—1,1}, x).

Ezemple 3. Prenons (a b) et (¢ d), alors e((a b) o (¢ d)) =1 =¢e((a b))e((c d)).
Pour rappel, si 'on a f : G — H un morphisme de groupe, avec (G, *) et (H,#) deux groupes,
alors Vx,y € G,

flaxy) = f(z)Mf(y).

S, (je me permets de ne considérer que &,, car pour tout groupe G

Démonstration. Soit 0,0’ €
>~ G,,). On utilise la formule précédente :

fini d’ordre n, on a &(G)

glooo’) = H o(0'(i)) = o(o'(4))

1<i<j<n i=J
_ a(a'(i)) —a(o’'(4)) o'(4) — o' (j)
1§E§n i—j o' (i) —o'(4)

1<i<j<n

1. Cette preuve nécessite des outils introduits dans les prochaines pages. Nous y reviendrons donc a la fin de ce

paragraphe



Si on étudie le terme restant comme dans la preuve précédente, on observe qu’on peut remplacer
o'(i) =k et o/(j) = tout en supposant 1 < k <! <n (quitte & multiplier par —1 en haut et en bas).
On peut donc réindexer le produit restant et on trouve e(o0’) = £(0)e(0’). O

Définition 3.1.5. On définit les permutations circulaires ou cycles. Le p-cycle associé aux éléments
distincts a1, ...,a, (pris dans cet ordre) envoie I’élément a; sur ag, puis as sur as ... et enfin a,
sur a;. Tous les autres éléments restent inchangés. Un tel cycle se note habituellement sous la forme

(a1 500 ap).

Ezemple 4. Reprenons Z/5Z, alors le 5-cycle z — 2 + 1 se note : (0 1 2 3 4).
Remarquons qu’une transposition est un 2-cycle.

Définition 3.1.6. On appelle support d’'une permutation I’ensemble des éléments qui ne restent pas
inchangés par cette derniére.

Ezemple 5. Soit (a1 ... ap) un p-cycle, alors son support est {a,...,a,}.

Théoréme 3.1.5. Soit 0, un p-cycle (a1 ... a,). Alors e(o,) = (=1)P~1.

Démonstration. o, n’a aucun point invariant.
De plus, 0, = (a1 ap)(a1 ap—1) ... (a1 az)(a1 az). Conclusion : il y a bien p—1 transpositions et chaque
transposition posséde exactement une inversion, donc £(o,) = (—1)P~1. O

Revenons maintenant sur la preuve du théoréme de décomposition en transpositions[3.1.2)

Démonstration. Nous avons vu dans la démonstration précédente que tout p-cycle se décompose
en produit de transpositions. Nous alons donc nous ramener au cas de produit de cycles & supports
disjoints.

Soit ¢ € &,,. Pour tout i € [|1,n|], on note O; = {a;, = c*(i) | k € N}. Les O; sont des ensembles finis,
car o est d’ordre fini. On applique alors I'algorithme suivant pour décomposer ¢ en cycles a supports
disjoints :

— pour tout ¢ € [|1,n|], on pose ¢; = (a;, a;, ---) qui a pour support O;

— on écrit C7 = ¢

— on pose Cyi1 =cpoup=min{i >k | Vj € [|1,k|], i ¢ O,}, jusqu’a ce qu'un tel p n’existe plus
— on écrit 0 = C1Cy -+ - C,

On a alors décomposé o en cycles a supports disjoints. On conclut la preuve en décomposant ces
cycles en transpositions, comme vu précédemment. L



3.2 Exercices

I Ezercice 3.2.1. Lister les éléments de &1, G5, 63 et G&4. En déduire le cardinal de G,,.

Ezercice 3.2.2. On dit qu'une permutation ¢ d’un ensemble F est un dérangement si elle n’a aucun
point fixe, c’est a dire Vk € E,0(k) # k. On notera D,, le nombre de dérangements de &,,. On
définit Py(n) comme Pensemble des permutations avec k points fixes de &,,.

i) Déterminez # Py (n) en fonction de D,,.

ii) Montrer que n! = 31 () D (vous pouvez considérer le cardinal de &,,).

iii) En utilisant la formule d’inversion de Pascal calculer D,,, puis calculer la probabilité quand
n — +oo de piocher une permutation de &,, qui soit un dérangement.

Rappel formule d’inversion de Pascal : si (a,) € CN et (b,) € CN tel que a, = ZZ:O (Z)bk’
alors b, = > o (=1)" 7% (V) ax.

Ezercice 3.2.3. Soient p,n € N tels que p < n, trouver le nombre de p-cycles dans &,,.

1 2 3 4 5 6
3 6 2 5 1 4
puis en produit de transpositions et calculer la signature de o.

Justifier I'affirmation suivante "un produit de cycles a supports disjoints est commutatif".

Ezercice 3.2.4. Décomposer o = en produit de cycles & supports disjoints,

Ezercice 3.2.5. On note A ’ensemble des cycles a supports disjoints de &,,. Démontrer que (4) = &,,,
ot (A) est le plus petit sous-groupe de &,, contenant A. On peut admettre que o™ = Id.

Plus généralement, si G est un groupe et A C G, (A) est le plus petit sous-groupe de G contenant
A. Si A = {a}, alors on notera (a) := ({a}). Si B C G, on notera (A, B) := (AU B).
Revenons sur ce que ’on a admis pour cet exercice. Il est plustot évident que o™ = Id, mais ce résultat
est un corollaire d’un théoréme plus puissant : le théoréme de Lagrange. Ce dernier nous dit que si
G est un groupe fini d’ordre n, alors pour tout sous-groupe H de G, |H| divise n. Si on prend H = (z),
avec x € GG, on en déduit que 'ordre de n'importe quel élément de G divise n.

Démonstration. Démontrons ce théoréme. Soit GG, un groupe fini d’ordre n, et H un sous-groupe
de G. On notera xH := {zh | h € H}, on & € G. Pour tout z,y € G, on peut définir la relation
d’équivalence Ry :

T Rypy < zH =yH.

Siz Ry y,on dit que z et y sont congrus a droite modulo H. Si vous le souhaitez, vous pouvez également
définir la relation de congruence a gauche modulo H et vous en servir dans cette preuve. Remarquez
que H et xH sont équipotents (équipotence donnée par 7,(h) = zh et 7, (h) = 7,-1(h) = 27 'h). Il
s’ensuit que |z H| = |H|. Résultat trés fort car il indique que toutes les classes d’équivalence de R g sont
de cardinal |H|. De plus, remarquons que G est 'union, qui plus est disjointe, des classes d’équivalence
pour la relation Ry. Si on note [G : H| 'indice de H dans G, qui est le nombre de classes a droite
modulo H (le nombre de classes d’équivalence pour la relation Ry dans G), alors on a :

G| =[G : H] % |H|.

Ainsi se conclut la preuve du théoréme de Lagrange. O



Ezercice 3.2.6. On appelle ordre d’un élément o de G(F), le plus petit entier naturel non nul &, tel
que % = Id. Soit o € &,,, montrer que si o se décompose en produit de cycles a supports disjoints
Y12 - - . Yp, d’ordres respectifs 41,14, . .., ip, alors o est d’ordre ppem(iq, éa, . . ., ip).

Cette notion d’ordre peut étre généralisée pour un groupe quelconque. L’ordre d’un élément = d’un
groupe G, est |(x)], ot |A] est le cardinal de A. Je vous laisse vous convaincre que cette définition est
équivalente & celle donnée dans I’énoncé. On définit également 1'ordre d’un groupe G comme |G|. Si
|G| est fini, alors on dit que G est un groupe fini. C’est le cas de &,,.

Ezercice 3.2.7. Soit E un ensemble potentiellement infini. Soient 0,7 € &(E), montrer que 'ordre
de o7 est égal a l'ordre de 70.

Vous pouvez faire cette démonstration dans un cadre plus général en prenant x,y dans un groupe
quelconque.

Ezercice 3.2.8. Montrer que si ¢ € &,, est d’'ordre £ € N*, alors ¥ = {O'i |1<i< k} est un
sous-groupe de &,,, puis montrer que ¥ = (o).

Remarquons que pour montrer qu’une partie non vide H d’un groupe G est un sous-groupe de G,
il suffit de montrer que Vz,y € H, z~'y € H.

Ezercice 3.2.9. Soient p,n € N tels que 2 < p < n et a1,as,...,a, € [|1,n|] tous différents. Soit
o € G, étudier o(a1,az,...,a,)0 . On appelle centre d'un groupe G l'ensemble des éléments
commutant avec tout le groupe et on le note Z(G) := {z € G | Vg € G, gz = zg}. En déduire le
centre de G,,.

Exercice 3.2.10. On définit 2A,,, comme I’ensemble des permutations paires de &,,. Montrer que 21,
est un groupe. Soient G un groupe et H un de ses sous-groupes, on dit que H est distingué (ou
normal) dans G si Vg € G, gHg~! = H. On note alors H <1 G. Montrer que 2, est distingué dans
S,

Indication : étudier les noyauz de morphismes de groupes.

Remarquez que H <G <= Vg € G, gHg~! C H. Cette propriété de normalité peut paraitre

étrange, mais elle assure simplement 1’égalité entre les classes a gauche et les classes a droite des
éléments de G pour la relation de congruence modulo H (relations Ry et gR), ce qui nous permet
de construire le groupe quotient G/H. Notons 7, la classe d’un élément = € G, pour la relation Ry,.
Alors si H est distingué dans G, Vr,y € G,ona:T-y=xHyH = xyHH = xyH =T -y. Ce qui nous
donne une structure de groupe sur G/H.

Exercice 3.2.11. Montrer que 2, est engendré par les 3-cycles.

Soit G un groupe, on appelle groupe dérivé de G et on note D(G) := {[z,y] | =,y € G}, ou
[z,y] = ayz~ly~!. On dit quun groupe G est résoluble il existe n € N* tel que
D(...D(@))..) = {e}, ou e est le neutre de G.

n fois
Montrer que pour n < 5, &,, n’est pas résoluble.
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Ce résultat est utilisé en théorie de Galois pour prouver qu’il n’existe pas de formule générale ex-
primant les racines d’'une équation az® + bx* 4 cx® + da? 4 ex + f = 0 avec les opérateurs + — x "/

Passons maintenant a une étude plus générale des groupesﬂ

Ezercice 3.2.12. Soient (G, *) un groupe et X un ensemble. On appelle action de G sur X toute
application "-" de G x X dans X, qui & un couple (g,2) € G x X associe un élément g-x de X, telle
que :

— Vr € X, e-x =z, ou e est I’élément neutre de G.

— Vg,heGetVze X, g-(h-x)=(g*h)-x.
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble X. Pour z € X, on définit alors
Orb(z) :={g-x | g € G} et Stab(z) :={g € G | g- x = z}, Vorbite et le stabilisateur de x.
Montrer que Vz € X, |G| = |Stab(x)| x |Orb(z)| (formule des classes).

Ezercice 3.2.13. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Montrer que le nombre
d’orbite différents pour les éléments de X est donné par (formule de Burnside) :

G eeX o=zl

geG

1. Les groupes et notamment les groupes finis regorgent de mystéres, pour continuer votre étude des groupes finis, je
vous conseille le livre .

11
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FIGURE 3.1 — Treillis des sous-groupes de G&3.

— &3 (2 3>//ﬂdQ<1 2)
)
ReYes

FIGURE 3.3 — Graphe de Cayley de &3 avec les générateurs (1 2) et (1 2 3).
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Chapitre 4

Formes n-linéaires alternées

4.1 Deéfinitions

Définition 4.1.1. Soient Ei,...,E,,F des K-ev. On appelle f : F; X --- X B, — F une
application n-linéaire si f est linéaire en chaque variable, c’est a dire :

flzy, .., u+po, . xn) = A (21,0t X)) F pf (@1, 0, Ey).
Ezemple 1. Le produit scalaire est une application bi-linéaire (une forme bilinéaire plus précisment).

Définition 4.1.2. Si f: F; X --- X E, — F est une application n-linéaire et que F' = K, alors on
appelle f une forme n-linéaire.

Définition 4.1.3. Si f(z1,...,24,...,25,...,2n) = —f(21,...,2,...,%i,...,Ty), alors on dit que
f est antisymétrique.

Définition 4.1.4. Soient F un K-espace vectoriel et f une forme n-linéaire de E™. On dit que f
est alternée si f est nulle sur toute famille de vecteurs dont au moins deux sont égaux.

Ezemple 2. Par exemple, f(x,y) = x — y est alternée. On peut également observer f est antisymé-
trique : f(y,z) =y —z=—(z—y) = —f(z,y).

4.2 Théorémes

Théoréme 4.2.1. Si f est alternée, alors f est antisymétrique.

13



Démonstration. Soit f: E™ — F, n-linéaire alternée. Soit 4, j € [|1, n|],

f(a:l,...,xi—kmj,...,a;i—|—xj,...,xn):0

= flor,..., x5, .. e+ xj,. . xn)+Hf(T1, T, F Ty, ) =0

= flz,...,x5,. . @i ) =— @1, Thy o, T, T

O

Théoréme 4.2.2. L’espace des formes n-linéaires alternées d’un K-ev de dimension finie n est une
droite vectorielle (espace vectoriel de dimension 1).

Démonstration. Appelons £ 'espace des formes n-linéaires et ‘H ’espace des formes n-linéaires alter-
nées d’'un K-ev de dimension finie n. Prouvons que H est un sous-espace vectoriel de £ et de dimension
1.

Soit E un K-ev de dimension finie n. Soit f : E™ — K, une forme n-linéaire alternée. Soit (eq,...,e,)
une base de E et (x1,...,2,) € EX - X E.
—_—
n fois

Alors, Vj € [|1,n]], z; =7

i=1 Aiji€i, avee Ay € K

J

(Attention! il est important de comprendre la signification des trois indices sur le A, . Ces trois
indices forment deux variables : aj et j. a; est une variable muette car c’est un indice de sommation
qui prend toutes les valeurs possibles entre 1 et n. On pourrait donc se retrouver avec A;,,\;, ou
i1 = 2. Pourtant, cela ne signifie en rien que \;; = A;, car ils n’appartiennent pas au méme ensemble.

Justement, on peut noter 'ensemble des A rattachés a x; tel quel : A; = {A1,..., A}, ce qui nous
permet de réécrire x; = E Ae; avec ¢ = 1 puis 2 puis ... Pour éviter cela nous utiliserons trois indices.)
AEA;
Donc,
n n
f(zl,...,:cn):f /\i1161'1,..., E Ainnein
i1=1 in=1
n n n
= E >\i11f eil, E )\1‘2262’27 ey E )\innein
=1 =1 in=1
n n n
= E )‘i11 E )‘i22 E )‘in”f(eiueifza"'aein)
=1 ig=1 in=1
== E )\i11 ...)\i”nf(eil,eiz,...,ei”)
1<iy,..in<n
or f est alternée, donc f(e;,€iy,...,€;,) = 0, dés que e;, = e;,,a,b € [|1,n]]. On peut donc garder
uniquement 1, ...,%,, ol tous les éléments sont distincts.

Donc #{i1,...,in} =n et donc &S({i1,...,in}) = &,

14



Ceci nous permet de réécrire en utilisant le caractére alterné puis antisymétrique de f :

f(xh...,xn) = Z H)\U(ij)j f(el-l,eiw...,ein)

0€&{ir,nin}) \ \Uu=1
n
= Z H Ao(iyi f(€a(1)s €o(2)s - - 5 €a(n))
ceS,, i=1
= fle,.--,en) ( > g(a)HA,,W) .
gES,, =1

De plus :

e H est stable par addition et multiplication par un scalaire
e 0, eH

e HCL
Conclusion : H est un K-ev et dim(H) = 1. O

Théoréme 4.2.3. Si f est une forme n-linéaire alternée de E™ dans K, on ne change pas la valeur
de f quand on ajoute a l'une de ses variables une combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soient (x1,...,%,...,%,) € E" et A€ K. On a :
flan, oz + Az, oz, xn) = f(@1, 0 Ty Ty @) F A (@, 2, T, )
=0
- f(mh s Ly 7xja 7xn)

4.3 Exercices

Ezercice 4.3.1. Soit A € M, (K), on définit la trace de A par la somme de ses termes diagonaux,
et on la note Tr(A). Montrer que la trace est une forme linéaire, puis montrer que VA, B € M, (K),
Tr(AB) = Tr(BA). Enfin, montrer que Tr(A) = Tr(*A).

Ezercice 4.3.2. Soient E un R-ev et f : E x E — R. On dit que f est un produit scalaire sur E si :
— Yu € E, f(u,u) > 0 avec égalité si et seulement si u = 0.
— Yu,v € E, f(u,v) = f(v,u).
— f est bilinéaire.

Montrer que sur M, (R), f(A, B) = Tr(*AB) est un produit scalaire.
On note souvent les produits scalaires (-, ).
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Ezercice 4.3.3. Soit E un R-ev muni d’un produit scalaire (-, -).
Montrer que V(z,y) € E X E, [{x,y)] < +/{z,z) - \/(y,y) (inégalité de Cauchy-Schwarz).

Ezercice 4.3.4. Soit n € N*, montrer que tout hyperplan H de M, (R) rencontre GL,,(R)
(HNGL,(R) # @).
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Chapitre 5

Déterminant (les fondamentaux)

Définition 5.0.1. On appelle déterminant dans une base 8 d’un K-ev E de dimension n,
toute forme n-linéaire alternée ¢ : E X --- x E — K telle que p(B) = 1.
—_——

n fois
On note une telle forme linéaire detgs.

On définit le déterminant pour les matrices de M, (K) en prenant leurs vecteurs colonne et
B = (e;)1<i<n (les colonnes de I,,).

Pour toute matrice A = (ai;)1<i j<n € My (K) (idem pour une famille de vecteurs), on peut donc
définir :

det(4) = > (o) [T aoci).
i=1

geG,

Souvent, on note det(A) = |A|. Attention! Ce n’est pas la valeur absolue de A, ni sa norme.

Dans ce chapitre, nous ne parlerons que de déterminant de matrices pour simplifier I’écriture. Mais
tout peut étre réécrit, en considérant le déterminant sur une famille de vecteurs.

5.1 Existence et unicité
Théoréme 5.1.1. Pour tout K-ev E de dimension finie, le déterminant existe et est unique.
Parler du déterminant c’est bien, mais existe-t-il ?

Démonstration. Soit A € M, (K), prouvons que det(A) = > . () [[;—; a5(i),: est bien une
forme n-linéaire alternée telle que det(1,,) = 1.
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det(I,)

Z £(o) H%(i),i
i=1

ceS,

= Z E(U)Héa(i),i
i=1

oeS,
=1

ou j’ai réécrit I,, comme (0; ;)1<i j<n-

Avec cette écriture, on voit facilement que si o n’est pas 'identité, alors le terme de la somme rattaché
a o est nul.

Montrons que det est une forme n-linéaire alternée. Pour ce faire, nous allons noter C; la i-éme colonne
de A. On notera également C}; la k-éme coordonnée du vecteur C;. Considérons C; = Au + v, avec
jelll,n],AeKet u,ve M,1(K). On a:

det(A) = det(Cy,...,  u+wv,...,Cy)

= Z e(o) H Co(iy,i
i=1

SICTY
= Z 6(0’)00.(1)’1 e Co’(j),j e Co‘(n),n
eSS,
= Z 8(0)00(1)71 . ()\ua(j)d + Ug(j)’j) e Cg(n)m
oceS,
= > 20) [ Mogy [T Coti+ 0oy I T Cotna
7EGn = =
= Z £(0)Ug(5),5 H Coiy,i + Z (0)vo(s),5 Hcﬂ(i)vi
eSS, zliJl 0€S, 1;11

= )\det(C’l,...,Cj,l,u,CjH,...,Cn) +det(017...,ijl,’l],ch,l,...,cn)

donc det est une forme n-linéaire.

Il ne reste plus que deux propriétés a prouver. Reprenons notre matrice mais considérons maintenant
p et ¢ dans [|1,n]] tels que p # g et C, = C,. Considérons alors 7 la transposition qui inverse p et q.
Alors Vo € Gy, ap(1),1 -+ Ag(n),n = Gor(1),1 - - - Gor(n),n Car le produit est commutatif.

De plus, e(o7) = e(0)e(r) = —€(0).

Notons &;F l'ensemble {0 € &, |e(c) = 1} et notons &,; l'ensemble {o € &,|e(0) = —1}.
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On a alors &,, = &, UG, et 6,, NG} = @. ce qui nous permet d’écrire :

det(A) = Z Haa(i)ﬂ-— Z Go(i),i
1

UEGI =1 €S i=

= Z H Qo (i),i + Z 6(0-7—) H Aor(i),i
ot =1 (cT)EG, i=1

- Z H Qo (i),i + Z 6(0—7—) H Aor(4),i
oes =1 ceSE i=1

- Z Hag(i)»i - Z 6(0—) HaoT(i),i
oes =1 ceSt i=1

= Z e(0) Haa(i),i - Z e(o) H Ao (3),i
ceat i=1 cesy i=1

=0.

Enfin, comme K est un corps (donc stable par addition et multiplication), il est clair que det(A) € K.
Conclusion : det est bien une forme n-linéaire alternée. O

Ouf! Nous nous intéressons & un objet qui existe. Mais est-il unique ?

Démonstration. Montrons 'unicité du déterminant.

Soit ¢ : M, (K) — K, qui vérifie les propriétés du déterminant (forme n-linéaire alternée telle que
¢(I,) = 1). Comme l'espace des formes n-linéaires alternées est un K-ev de dimension 1, alors ¢(A) =
adet(A). Donc, en évaluant en I,,, on trouve ¢(I,,) = a.

On a alors ¢(A) = ¢(I,,) det(A). Or, si ¢ vérifie les propriétés du déterminant, alors ¢(I,,) = 1.
Conclusion : ¢ = det, ce qui prouve I'unicité du déterminant. O

5.2 Deéveloppement par lignes et colonnes

Définition 5.2.1. Soit A € M, (K), on appelle mineur d’ordre 4, j et on note A; ; le déterminant
obtenu en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

1
Exemple 1. Soit A = 4; o

co Ut N
O O W

,alors Aj o = ‘4 6‘

Définition 5.2.2. On appelle cofacteur d’ordre 7,j de la matrice (a;;)i<i j<n €t on note C; ; le
terme (—1)" A, ;.

Théoréme 5.2.1. Pour toute matrice A dans M,,(K) et pour tout i € [|1,n|] on a :
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det(A) = Zai,j(—niﬂ'Ai,j.
=l

C’est la formule de développement par ligne. On peut également développer par colonne :

Vj € [IL,nl], det(4) = as;(~1)" Ay ;.
i=1

Nous aurons besoin de quelques Lemmes pour cette preuve.

Lemme 5.2.1. Soit A € M, (K), alors det(*A) = det(A) (ce qui implique la linéarité du déterminant
par rapport & ses colonnes).

Démonstration. Soit A = (a;;) € M, (K), soit c € &,,, on a :

A(1),1%0(2),2 - - - Go(n),n = Go(1),071(0(1))4o(2),0-1(0(2)) - - - Po(n),0 = (a(n))
= a,ljo-—l(l)a2,o-—1(2) ce Cl,n,o.—l(n).
De plus, e(0) = (o7 1).
Donc,
det(A) = Z 5(0_1)6117(,71(1)&27071(2) -2 Qp o—1(n)

oeS,

Z E(J)al,a(l)GQ,a’(Q) <2 Qn o(n)

oeES,

= det(*A).

O

Lemme 5.2.2. Soit M une matrice bloc de la forme M = ( gl g ) avec A € M,(K), B € M,(K)

et C € M, ,(K).
Alors det(M) = det(A) det(B).

Démonstration. Fixons C' € M, ((K) et B € M,(K). Définissons

f: KPP — K et g: (KP)P — K
A C
A — |A| x|B| A — 0 B‘ .

On remarque que f et g sont des formes n-linéaires alternées. Et donc d’aprés le théoréme f
et g sont proportionnelles. En évaluant en I,,, on trouve que f(I,,) = |B| = g(I,)*. Ainsi f = g, ce qui
conclut la preuve du Lemme. O

Nous allons maintenant prouver la formule de développement du déterminant par ligne. La preuve
pour le développement par colonne n’est pas nécessaire car det(A) = det(*A).

1. On calcule g(Ip) en développant avec la formule de Leibniz et en remarquant que les termes de la somme sur les
permutations ne laissant pas invariants [|1, p|] sont nuls.
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Démonstration. Soit A € M, (K), telle que

ail ai2 ai.n
a1 Q22 a2 n
an,1  Qp.2 An n

)

Soit i € [|1,n], on réalise un i-cycle o7 sur les indices des ¢ premiéres lignes afin d’obternir la matrice
suivante :

det(A") =

a; 1
a1,1
@21

A;—1,1
Ai4+1,1

Gn,1

det(A’) =a;1

1,2
2,2

a;—1,2
41,2

An,2

1
1,1
a21

ai—1,1
Qi+1,1

Qn,1

A =

a1,n
a2 n

i—1,n
ai-l—l,n

Qp,n

0
a1,2
2,2

@;—1,2
Q41,2

Un,2

i1

aii
as i

Q1,1
@i41,1

an,1

a2

a1.2
a2 .2

@j—1,2
Ai41,2

Ap, 2

Du fait du caractére alterné du déterminant, nous avons que det(A)
Nous allons continuer d’utiliser la linéarité du déterminant :

0 a; 2
a1 ay,2
a2.1 az.2

+
ai—1,1 @i—1,2
Ai+1,1 Ai41,2
Qn,1 An,2

a1,n
a2.n

Ai—1,n
Aitr1,n

Qp,n

21

+...+ai,n

Qi n

a1,n
a2.n

Qi—1,n
Aiy1n

An.n

a1,n
a2 n

Ai—1,n
ai-i—l,n

Qp,n

0

a1,1
az.1

a;—1,1
Aj41,1

an,1

on met maintenant les termes non-nuls de chaque premiére ligne en facteur :

a1.2
az,2

a;—1,2
Aj41,2

an,2

= e(01) det(A') = (—1) 1 det(A").

o

ai,1

)

az.1

ai—1,1

Ai+1,

Gn,1

Ai—1,n
ai-‘rl,n

ai,2
az 2

aj—1,2
1 @i41,2

an,2

ai,n
az.n

Qn,n

On applique un cycle sur les indices des colonnes de chaque déterminant afin de faire passer la colonne

Qj,m

ai,n

)

a2 n

Ai—1,n
Qir1n

Qn,n



comportant le 1 de la premiére ligne en premiére colonne :

1 0 0
1 0 - 0
a1,1 ay,2 e a1,n
a1,n a1 s a1n—1
CL271 a272 e a27n
a2 n az.1 . a2 n—1
, : : : :
det(A’) = aiy +tain(—1)"
aj—-11 @j—-1,2 ... Qi—1n
i—1n Gi—-11 .- Gi—1n-—1
Ai+1,1 Gi4+1,2 --- Gi4ln
Ait1,n  Ai+1,10 --- A4l n—1
Gn,1 Gn,2 e Gn,n
’ ’ ’ Un,n an,1 o An,n—1

Nous pouvons alors remarquer que nos déterminants sont des déterminants de matrices bloc, de la

110 . . .
forme : <T’T>’ avec M; la matrice du j-éme terme de la somme ci-dessus.
1 J

Or, on sait que le déterminant d’une matrice bloc est le produit des déterminants des blocs diagonaux.

1 0
Donc det = det(1) det(M;) = det(M;).
Ci | M
ai1 ai,j—-1 a1,5+1 A1,n
P N . Ai—11 .- Ai—-1,5—-1 Q-1 541 - A;—1
Mais si nous observons de plus prés une matrice M; = [ "~ T =Lt e
ai4+1,1 -0 Qi415-1 Aiyl 541 .- Qifln
an,1 e An,j—1 Qn,j+1 e Qn,n

Vi ¢ {1,n} (sinon je vous laisse réécrire la matrice). On remarque alors que M, n’est rien d’autre que
A; j, le mineur d’ordre 4, j de la matrice A.
Nous pouvons donc réécrire :

det(A) = (—1)i~1 det(A")

= (=17 i (-1 A
j=1

n . .
=Y ai (1A
j=1

5.3 Propriétés fondamentales

Dans cette section nous verrons quelques propriétés du déterminant (je ne démontrerai pas les plus
évidentes). Notez que vous en avez déja vu certaines qui étaient nécessaires & la preuve du développe-
ment du déterminant.

1. Si A= (a;;)i<ij<n € M,(K) est une matrice triangulaire, alors det(A) =[]/, a;.

2. Soit A, B € M, (K), alors det(AB) = det(A) det(B).
3. Soit A € M, (K) et A € K, alors det(AA) = A" det(A).

a b

4. Soit A= (c d) € M>(K), alors det(A) = ad — be.
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a b c
5. Soit A=|d e f| € M3(K),alors det(A) = aei + dhc+ bfg — gec — dbi — ahf.
g h 1

6. Soit A € M, (K) avec une ligne ou une colonne dont tous les éléments sont nuls, alors det(A) = 0.

Démonstration. Démontrons la propriété 2.
Soit B € M, (K). Définissons f : A € M,(K) — det(AB) € Ket g: A € M(K) — det(A) - det(B) €
K. Alors f et g sont toutes deux n-linéaires alternées. Elles sont donc proportionnelles. De plus,
f(I,) = det(B) = g(I,,), donc le coefficient de proportionnalité est 1, d’ou f = g.

O

Remarquez qu’un corrollaire direct de cette propriété est que toutes matrices semblables ont le
méme déterminant.

5.4 Formule de Cramer

Définition 5.4.1. Soit A € M, (K), on appelle comatrice de A et on note Com(A) la matrice
constituée des cofacteurs de A :

Com(A) = (Cijhi<ij<n = (1) Aij) 1, icn-

Théoréme 5.4.1. Soit M € M, (K), notons M la transposée de la comatrice de M, on a alors :

MM = MM = det(M)I,.

Démonstration. Nous nous contenterons de montrer la premiére égalité M M = det(M)I,, Vautre
égalité se montre de maniére analogue.

Notons A = MM, on notera a;; le coefficient ¢, j de A. De la méme maniére, on notera m;; (resp. m;;)
les coefficients ¢,j de M (resp. M). On a alors, pour tout i,j € [|1,n]] :

n n
~ a k
a;; = E MMy = E (=1)7 Fmp A
k=1 k=1
Deux cas surviennent alors :
— si 4 = 7, alors on reconnait le développement du déterminant par rapport & la i-éme ligne;

— 814 # j, alors on reconnait le développement du déterminant par rapport a la i-éme ligne de la
matrice obtenue en remplacant la j-éme ligne de M par sa i-éme ligne. Comme le déterminant
est une forme n-linéaire alternée, alors ce déterminant vaut 0, d’ott a;; = 0.

Remarquez qu’un corollaire direct de ce théoréme est que A est inversible si et seulement si det(A) #
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5.5 Formule de Binet-Cauchy

La formule de Binet-Cauchy est une généralisation de la formule du produit.

Théoréme 5.5.1. Soient A € M, ;(K) et B € M, (K).
Alors que det(AB) = Z A g(A)xAx (B), ou :
|K|=r
— K est une partie de lintersection des ensembles d’indices des lignes de A et de colonnes de B.
— |K| désigne le cardinal de K .
— _ désigne l’ensemble des lignes de A (resp. ’ensemble des colonnes de B).

— A;, (M) désigne le déterminant de la matrice obtenue en gardant les lignes (resp. les colonnes)
de M dont lindice appartient o I (resp. J).

1 -1 2 31 -1 4
Exemple 1. Si A = et B=| 2 —1], alors AB = . Avec la formule
-2 1 -3 9 1 2 —6
de Binet-Cauchy, on obtient :
-1 4| |1 -1 y -3 1 n -1 2 2 -1 1 2 -3 1 9
2 -6/ |—2 1 2 -1 1 -3 2 1 -2 -3 2 1

Démonstration. On notera [;(A) la i-éme ligne de A et ¢;(B) la j-éme colonne de B. Considérons le
membre de gauche comme une application f(I(A),...,1.(A),c1(B),...,c.(B)), qui va de K! x ... K!

2r fois
dans K. De méme, considérons le membre de droite comme une application

S 1 l
g(li(A), ..., -(A),c1(B),...,c(B)), qui va également de K' x ... K" dans K.

2r fois
Prouver le théoréme de Binet-Cauchy revient maintenant & prouver que f = g.
De part les propriétés du déterminant, f et g sont n-linéaires. Le Coefficient ¢, j de AB est donné par
l;(A)-c;(B). Donc si A a deux lignes égales ou si B a deux colonnes identiques, det(AB) sera nul. Ainsi, f
est alternée par rapport aux [;(A) et aux ¢;(B) (mais pas globalement : [;(A) = ¢;(B) # det(AB) = 0).
Il en va de méme pour g. Prenons maintenant (ey,...,e;), la base canonique de K!. Nous pouvons
donc réécrire [;(A) = 22:1 Aijej et ¢j(B) = Zi‘:l Aj.€;, ol les A appartiennent & K. En utilisant la
n-linéarité de f et g, nous pouvons nous débarrasser des scalaires. Nous nous sommes donc ramenés
a prouver que f(ej,,...,€5,,€i1,...,€:.) = g(€j1,.--,€5,,€i1,...,€;.) et oll les e; (resp. les e;) sont
distincts (sinon alors f = g = 0 de part leur caractére alterné).
En utilisant le caractére antisymétrique de f et g, nous pouvons réordonner les vecteurs de sorte & se
rammener a 1'égalité f(ej, ..., €5, €i10---,€i) = G(€j1, . €., €0, €) avec j1 < jo < --- < j et
i1 < iy < --- <1, (& chaque fois que nous appliquons une permutation o aux vecteurs de f et g, nous
multiplions les deux cotés de I’égalité par £(o), ce qui ne la modifie pas).
On notera J lensemble des j; et I I’ensemble des ;. On note A; (reps. Br) la matrice obtenue
en gardant uniquement les colonnes d’indice dans J (resp. les lignes d’indice dans I). Montrer la
formule de Binet-Cauchy revient donc & montrer que pour tout I,.J, ensemble d’indices ordonnés,
det(AJB[) = Z|K|:T A_K(AJ) X AK_(B]).
Si I # J, alors det(A By) sera nul car le rang de A ;B sera inférieur a r et si [ = J, det(A;By) =
det(l,) = 1. On peut donc réécrire det(A;By) comme ;7. De la méme maniére, A g (A;) =6y k et
Ak (Br) = 0k,1- Nous y sommes presque ! Finir cette preuve, revient maintenant a seulement montrer
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que :
Srg= Y 0k x ok,

|K|=r

ce qui est évidentE]! O

5.6 Déterminant et valeurs propres

Dans cette section, nous identifierons un endomorphisme et sa matrice associée.

Définition 5.6.1. Soient F un K-ev et u € L(E). Soit z € E, on dit que x est un vecteur propre
associé a ’endomorphisme u, si et seulement si il est non nul et qu'il existe A € K, tel que u(x) = Az.
On dit que A est valeur propre de u rattachée au vecteur propre x.

Si A est une valeur propre de u, on note E)y, le sous-espace propre de E rattaché a A qui est défini
par Ey :={v € E | u(v) = \v}.

Théoréme 5.6.1. Soient E un K-ev et u € L(E). Soit A € K, X est valeur propre de u, si et
seulement si A est racine du polynome det(X1d —u) (que l'on appelle polynoéme caractéristique de u
et que l'on note x., ).

Démonstration.

u(z) = Az
<~ Az —u(x) =0
<= (Md—u)(z) =0, donc = € ker(A\[d — u)
<= (Md — u) n’est pas injective
< det(AMd—u)=0

Remarquons, que nous aurions également pu définir y, comme det(u — XId) mais notre polyndme
n’aurait pas été unitaire.

O

Définition 5.6.2. Soit A € M,,(K). A est dite diagonalisable, si il existe P € GL,,(K) et D € M, (K)
une matrice diagonale, tel que A = PDP~!. On dit que A est semblable & D.

Théoréme 5.6.2. Soit A € M,(K). Si A a n valeurs propres distinctes, alors det(A) = [[\—; Ai,
ot les \; sont les valeurs propres de A. De la méme maniére, Tr(A) = Y0 | \i.

Démonstration. Si A a n valeurs propres distinctes, alors A = PDP~!, ot les colonnes de P sont
les vecteurs propres de A et oul le i-éme terme diagonal de D est la valeur propre associée a la i-éme
colonne de P. Ainsi A est digonalisable. Etant donné que D est une matrice diagonale et que la trace
et le déterminant sont invariants par conjugaison (ils sont cycliques), nous avons :

— det(A) = det(PDP~") = det(P) det(P~") det(D) = [],<;cp, Mi-

1. Pour une démonstration en vidéo et bien mieux expliquée : |2|.
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— Tr(A) = Te(PDP™') = Te(P~'PD) = 32, 0, N

ce qui conclut la preuve. O

Lemme 5.6.1. Lemme des noyaux.
Soit u € L(E). Soient P,Q € K[X] tels que P A Q = 1. Alors :

ker PQ(u) = ker P(u) ® ker Q(u).

Démonstration. Commengons par montrer que ker PQ(u) = ker P(u) + ker Q(u).

L’inclusion de droite a gauche est évidente. Montrons l'inclusion réciproque. Grace au théoréme de
Bezout, on se donne U,V € K[X] tel que UP +VQ =1, d’ott on déduit U(u)P(u) + V(uw)Q(u) = Id.
Posons m = U(u)P(u) et m3 = V(u)Q(u). Alors, soit x € ker PQ(u), x = m1(z) + m2(z). Q(m1(x)) =
(QUP)(w)](z) = [Q(u)](x)[PQ(u)](z) = 0!, dott m; € ker Q(u). De la méme maniére m2 € ker P(u).
Cela termine la preuve de l'inclusion réciproque.

Montrons maintenant que cette somme est directe. Soit x € ker P(u) N ker Q(u). Alors [U(u)P(u) +
V(uw)Qu)](x) =0 = z =0. O

Théoréme 5.6.3. Lemme des noyaux généralisé.

Soient uw € L(E), P, Py,...,P; € K[X] avec P = [[,.,., P; et les P; tous premiers entre eur deux
a deuz, alors : -

d
ker P(u) = @ ker P;(u)
i=1

Démonstration. Ce théoréme s’obtient par une récurrence directe sur le Lemme des noyaux. O

5.7 Déterminant sur un anneau commutatif
B

Définition 5.7.1. On définit Z[Xy,..., X,], anneau des polynoémes en n indéterminées a coef-
ficients entiers. Un tel polynome s’écrit par définition comme une somme unique de mondmes de
la forme aX{'X3? ... X!» avec a € Z (ou les multi-indices (i1, ia,...,4,) € N sont deux & deux
distincts), ce qui permet pour tout anneau commutatif A et tout élément de F € Z[Xq,...,X,] de
définir une fonction (ay,...,a,) — F(ai,...,a,) de A™ dans A.

L’introduction des polyndémes a plusieurs indéterminées s’harmonise naturellement avec la structure
des déterminants, car le déterminant d’une matrice est une fonction polynomiale de ses entrées.

Lemme 5.7.1. L’anneau Z[X1, ..., X,] est intégre.

Démonstration. Cela résulte de l'intégrité de Z. Une récurrence sur n suffit & prouver ce Lemme. O

K[X] — L(E)
P —  P(u)
2. Le sujet |7| présente une étude du déterminant sur un anneau commutatif.

1. On utilise le fait que soit un morphisme de K-algébre.
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Lemme 5.7.2. Soient A un anneau commutatif et M € M, (A). Alors det(M) € A.

Démonstration. Ce résultat est immeédiat en utilisant la formule de Leibniz. O

Gréce a ce Lemme, toutes les formules polynomiales du déterminant sur un corps sont alors conser-
vées sur un anneau commutatif.

Théoréme 5.7.1. Soit A un anneau commutatif. Soit M € M, (A), notons M la transposée de la
comatrice de M. Alors on a : .
MM = MM = det(M)]I,.

Ce théoréme nous dit donc que M est inversible si et seulement si det(M) est un élément inversible

de A.

Démonstration. Soit A un anneau commutatif intégre. Comme A est intégre, on peut construire son
corps des fractions K. K étant un corps, la formule est vraie dans M,,(K). De plus, d’aprés le lemme
précédent, pour M € M, (A), det(M) € A et M e M, (A). Etant donné que A est un sous-anneau de
K, on peut étendre cette formule par restriction a M, (A).

A partir de maintenant on ne suppose plus A intégre.

Prenons S un ensemble fini de A. On note A(S) 'ensemble des éléments de A qui s’écrivent comme un
polynome a coefficients entiers en des éléments de S, c’est & dire des x € A, tel qu’il existe un entier
r > 1, des éléments s1,...,s- € S et F € Z[X4,...,X,] tels que z = F(s1,...,s,). L’ensemble A(S)

est un sous-anneau de A.

11 est clair qu’il existe un entier n > 1 et un morphisme d’anneau surjectif de Z[ X1, ..., X,,] LN A(S).
De plus, on sait que Z[X7, ..., X,,] est intégre. Notons B = Z[ X7, ..., X,]

Soit M € M, (A), notons S l'ensemble de ses coefficents et R = A(S), ainsi M € M, (R). De plus

par le lemme précédent, det N € R et N € M, (R). On dispose alors de B B surjectif. En appli-
quant f aux coefficients, on peut étendre f de M, (B) — M,(R). Il existe donc N € M, (R) tel que
M = f(N). Alors :

f(det N) = f ( > e(o)HNa@,i) = Y (o) [ f(Noy.c) = det f(N).

€S, i=1 oEG, i=1
Ainsi, f(N) = f(N). Comme B est intégre, on a alors

MM = f(NN) = f(det N)I,, = det f(N)I,, = det(M)L,.
On a donc prouvé ce résultat pour tout anneau commutatif. O

Théoréme 5.7.2. Soit A un anneau commutatif, soient M, N € M, (A), alors :

det(MN) = det(M) det(N).
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Démonstration. On procéde de la méme fagon que pour le théoréme précédent. O

La question du déterminant sur un corps non commutatif vient naturellement, pour cela je vous
redirigerais vers article : [4].

5.8 Exercices

Exercice 5.8.1. Soient ay,as,...a, € C, calculer le déterminant de la matrice suivante :

1 1 1
al ag (079
2 2 2
ai ay ay,
n—1 n—1 n—1
a 25) an,

Indication : Remplacer la derniére colonne par une inconnue afin d’obtenir un polynéme.

Ezercice 5.8.2. Soient ay,as,...an,,b1,bs,...b, € C, calculer le déterminant de la matrice suivante :

1
alTIh alsz e alTbn

az+by az+by T az+by,
_1r 1 _1
an+b1 an+b2 e an+bn

Indication : Méme technique que la question précédente afin de travailler avec une fraction rationnelle.

Ezercice 5.8.3. Calculer le déterminant suivant : det (pged (s, j)i<i j<n)-

Indication : prouver la propriété suivante et servez-vous en pour réécrire la matrice :

VneN*, n= Z(p(d)

d|n
avec p Uindicatrice d’Euler.
Exercice 5.8.4. Soient xg,...%n, Yo .. yn € C.
Calculer : . .
n— n—
76 wo_ Yo - Toyo UG
A T R ST Yy
A, = .
—il =il
Tn T YL . Ta¥n T Yn
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Chapitre 6

Un peu d’analyse

Apres avoir travaillé avec le déterminant, il est normal de s’intéresser aux propriétés analytiques
du déterminant.

6.1 Deéfinitions et rappels

Le but de cette section est de calculer un développement limité & 'odre 1 du déterminant. Pour ce
faire, je me dois d’introduire quelques outils de calcul différentiel qui nous seront indispensablesﬂ

Définition 6.1.1. Soient U un ouvert de R™ et @ € U. Soit f : U — RP, on dit que f est
différentiable en a si et seulement si il existe u, € L(R™,RP), tel que, pour h au voisinage de a, on
a:

fla+h) = f(a) +ua(h) + o(|[]])-

Si une telle application existe, on note u, = df, et on 'appelle la différentielle de f en a.

Exemple 1. Pour M € M,,(R), calculons la différentielle de f : M — M?. Soit H au voisinage de
M,

f(M+H)=(M+ H)?
=M?+ MH+ HM + H?
= f(M)+ (MH+ HM) + o(||H||)-

On a donc que dfy(H) = MH + HM. Si vous vous ennuyez, n’hésitez pas a vérifier que dfas est
bien une application linéaire.

La méthode que nous venons d’utiliser est trés efficace lorsque nous disposons d’une expression
facilement manipulable de notre fonction. Mais nous, nous nous attaquons au déterminant. Il est
possible de calculer sa différentielle avec cette méthode mais ce sera trés fastidieux. Si vous n’avez pas
peur des énormes calculs, alors lancez-vous! Sinon, pour nous faciliter la tache, je vais introduire le
concept de dérivée partielle.

1. Pour ceux qui veulent approfondir ces notions : [5].
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Définition 6.1.2. Soit U un ouvert de R™. Soient f: U — R, a € U et (e;)1<i<n une base de R™.
La dérivée partielle de f en a par rapport a la i-éme coordonnée, que ’on note %(a), est définie

o o (a+ te) - f(a)
f fla+te;) — fla
ail‘z(a):}gr(l) t ’

Si cette limite existe, on dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport a la i-éme variable.

Cette définition peut se généraliser aux fonctions vectorielles, mais comme le déterminant est une
forme n-linéaire, nous utiliserons la définition ci-dessus.
Introduisons maintenant un théoréme qui nous permettra de calculer la différentielle d’une fonction &
partir de ses dérivées partielles.

Théoréme 6.1.1. Soient U un ouvert de R", a € U et f: U — R différentiable en a. Soit h au
voisinage de a, on note h; la i-éme coordonnée de h dans la base canonique (e1,...,e,) de R™. Si
toutes les dérivées partielles de f en a existent, alors on a :

dfo(h Zh 307 (@

Démonstration. D’aprés les hypothéses de ’énoncé, on a pour tout ¢ entre 1 et n,

of fla+te;) — f(a)

o0x; (CL) o tl~I>n() t
 Jim fla) + dfa(te:) J; o([[teil]) — f(a)
= dfa(es)

On a simplement utilisé le caractére différenciable de f en a pour passer de la premiére a la deuxiéme
ligne ; puis, comme t est un scalaire et que df,, est linéaire, on a pu simplifier. On peut donc réécrire :

df.(h) = df, (Z hi el>
= Z hidfa(e:)
B Z ha 83:1

ce qui conclut la démonstration. O

Enfin, nous avons besoin d’un dernier Lemme avant de pouvoir attaquer.
Lemme 6.1.1. GL,(R) est dense dansM,,(R).

Démonstration. Soit M € M,(R), considérons la suite A, = M + %In, et prouvons que (4,)pen
converge vers M et est & valeur dans GL, (R). Le fait que A4, 2 M est immédiat.
p——+oo

Si A, n’est pas inversible, alors det(A,) = 0 <= det(M + %In) =0 <= % € Sp(M). Or, M est
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d’ordre n, donc M a au plus n valeurs propres. On pose alors py = max {p eN| % € Sp(M)}7 et on

construit la suite _
g - 0 sip=po
Ay, sip>po

alors (Bp)pen converge vers M et est & valeurs dans GL,(R). Ce qui conclut la démonstration du
lemme. O

6.2 Différentielle du déterminant

Nous allons maintenant calculer la différentielle du déterminant et obtenir son développement li-
mité d’ordre 1. Néanmoins, je trouve cet exercice trés intéressant, alors je vous encourage vivement &
le faire par vous-méme. Voici quelques pistes pour vous aider : commencez par calculer la différentielle
du déterminant en I, puis servez-vous en pour obtenir une différentielle en X € GL,(R); enfin géné-
ralisez & X € M,(R).

Résolution :
Pour cet exercice nous considérerons l'application det de M,,(R), mais rien ne vous empéche de faire cet

exercice en considérant le déterminant sur une famille de vecteurs et une base. Pour faciliter I’écriture,
on notera f: A — det(A). Soient (E;;)1<i j<n la base canonique de M, (R) et H € M, (R), alors

of
dfr,(H) = hij g~ (In)
1<i,j<n L
= Y gy timg L = )
— t—0 t
1<i,j<n

Il |
\'M M [
S |
>
S
&
<

On a donc obtenu det(I, + H) = 1+ Tr(H) + o(||H||) et donc que dfy, = Tr.
Soit X € GL,(R), on a :
det(X + H) = det(X (I, + X 'H))
= det(X) x det(I,, + X 'H)
= det(X)(1 +Te(X ' H + o(| H|))
— det(X) + det(X) T(X " H) + of | H]))
= det(X) + Tr(det(X)X "H) + o(| H|)))
= det(X) + Tr(*Com(X)H) + o(||H||))
Super! On sait maintenant que dfx (H) = Tr(*Com(X)H).
Maintenant prenons Y € M, (R). On observe que X +—— Tr(*Com(X)H) est continue sur GL, (R) et
coincide avec dfy . De plus, dfy est une application linéaire dans un espace vectoriel de dimension finie,

elle est donc continue. Comme GL,,(R) est dense dans M,,(R), on peut conclure que dfx = dfy, ce qui
termine la résolution de cet exercice.
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6.3 Exercices

Ezercice 6.3.1. Soit f: U C R™ — RP avec f : x — (f1,..., fp), si f est différentiable en a € U,
on appelle matrice jacobienne de f et I’on note J¢(a) ou D¢(a) la matrice suivante

ofi  9fr Of
Oz Oz to Oy,
812 °5 X % . 812
Df(a)=| % O
Ofp  Ofp Ofp
oxq Oxo T ox .,

La jacobienne de f et sa différentielle sont liées par la relation suivante : df;(h) = D¢ (z)h.

Soit g : RP — R™, si g est également différentiable en a, alors D(g o f)(a) = Dy(f(a)) - Dyf(a).
Soient A € M, (R) et f € RE tel que f(z) = det(e®).
En utilisant les formules données précédemment, calculer df, (h).

I Ezercice 6.3.2. Montrer que GL,,(R) est un ouvert de M, (R).
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Chapitre 7

Algorithmes

Le calcul de déterminants intervient souvent en analyse numérique. Voyons donc quelques algo-
rithmes de calcul du déterminant.

7.1 Algorithme naif

La premiére idée nous venant & ’esprit pour calculer un déterminant sur ordinateur, sera stirement
d’utiliser un algorithme récursif en développant le déterminant par ligne et par colonne.

M= [[1,2,3],
(4,5,6],
[7,8,911]
Notre matrice M sera representee par une liste a deux dimensions et ou l’element 1i,j
de M sera accessible par M[i][j].

def poplc(A, 1, c):
B = [ [A[il[j] for j in range(len(A[il)) ] for i in range(len(A))]
B.pop(l) #supprime la l-eme ligne
for (k) in range(len(B)): #supprime la c-eme colonne
B[k].pop(c)
return B

def det(A):
for i in range(len(A)): # on teste si A est carree
if len(A[i]) !'= len(A):

return O

if len(A) > 1:
s =0
for i in range(len(A)):
s += (-1)**x(i) * A[0][i] * det(poplc(A,0,i)) # on recopie la formule
return s
else
return A[0][0]

Cet algorithme, bien que naturel, est totalement inefficace. En effet, sa complexité est de I'ordre de

O(n!).
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7.2 Algorithme de Gauss

En utilisant 'algorithme de Gauss pour échelonner une matrice, nous pouvons développer le déter-
minant & partir d’une ligne ou d’une colonne presque nulle.
1 def determinant_gauss (matrice):

2 det =1
for i in range(nmn):

# Recherche du maximum dans cette colonne
max_el = abs(matricel[i][i])
max_row = i
for k in range(i + 1, n):
if abs(matricel[k][i]) > max_el:
max_el = abs(matricel[k][il])
max_row = k

# Echange la ligne ayant le max avec la ligne courante (colonne par colonne)
for k in range(i, n):

tmp = matrice[max_row] [k]

matrice [max_row] [k] = matrice[i] [k]

matrice[i] [k] = tmp

# Mettre tous les coefficients sous le pivot a O dans la colonne courante
for k in range(i + 1, n):
facteur = -matrice[k][i] / matrice[i][il]
for j in range(i, n):
matrice[k][j] += facteur * matricel[i][j]

det *= matrice[i][i]

26 return det

Cela nous permet d’obtenir un algorithme de calcul avec une complexité de O(n?) en raison des
trois boucles for imbriquées.

7.3 Algorithme de décomposition LU

Nous allons voir comment décomposer une matrice en produit de deux matrices triangulaires, ce
qui dans certain cas permet de créer des algorithmes avec une meilleure complexité que celui de Gauss.

Définition 7.3.1. Soit A € M, (K). On dit que A est triangulaire supérieure (resp. inférieure), si
tous les coefficients de A au-dessous de sa diagonale (resp. au-dessus) sont nuls.
De plus, si A est une matrice triangulaire, A est dite unipotente si ses coefficients diagonaux sont

tous égaux a 1.

Définition 7.3.2. Soit A = (ai ;)1<ij<n € Mn(K). Soit k& € [|1,n|], on appelle mineur principal
d’ordre k de A et on note Ay le déterminant : det(a; ;)1<s j<k-
Par convention, on pose Ay = 1.

Théoréme 7.3.1. Soit A € GL,(K).
Alors on a :

(i) Vk€[1,n|], Ax #0 < 3 (L,U) € GL,(K)? tel que A= LU
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avec L une matrice triangulaire inférieure unipotente et U une matrice triangulaire supérieure.
(it) cette décomposition est unique.

. . Ay A,
(¢4i) la diagonale de U est Ay, Aoy AT

A

Ainsi, si A vérifie les hypothéses de I'algorithme de décomposition LU, det(A) = ngign o

Démonstration. Soit A,, € GL,(K), avec Ay non nul pour tout & € [|1,n|]. Commengons par prouver
(7). Prouvons le sens direct par récurrence sur n.
L’initialisation est immédiate. Supposons donc (i) vraie pour n € N. Montrons que (¢) reste vraie pour

n+ 1.
Soit A, +1 € GL,41(K) avec tous ses mineurs principaux non nuls. Alors

A’I’L Yn
An+1 - <Xn an+1> )

avec A, € GL,(K), Y,, € M, 1(K), X,, € My ,(K) et a,+1 € K. Les n premiers mineurs principaux de
Ap41 sont les mineurs principaux de A,, (qui sont tous non nuls par hypothése). Ainsi, par hypothése
A,, admet une décomposition L,U,. On peut donc réécrire

L,U, Y,
A = ( Xn an+1> '

En posant

L, 0 U Loy,
Ln-l,—l - (XnU_l 1) et Un+1 - ( 0 CLn+1XnA_1Yn>

(UL, L} existe bien car A € GL,,(K)), on obtient bien A, 411 = L,11Up41.

n
Ainsi (7) est vérifié pour n + 1 ce qui conclut cette récurrence et donc la preuve du sens direct.

Prouvons maintenant le sens indirect de (¢). Soit A € GL,(K) se décomposant en LU. Soit k € [|1,n|],
de la méme maniére que précédemment, on réécrit

A Ay Y\ (L 0 U. ¢C
“\x z2)°\B L,..) 0o U,
avec B, C quelconques. Ainsi, Ay = LiUy, d’ou det(Ay) = det(Ly) det(Uy). Or, Ly est triangulaire

inférieure unipotente, donc det(Ly) = 1 et det(U) = det(Uy) det(U,,—x). Comme A est inversible, par
intégrité de K, det(Uy) # 0. Ainsi det(Ax) # 0, ce qui conclut la preuve du sens réciproque de (7).

Prouvons l'unicité de la décompostion LU (7).

Soit A € GL,(K) admettant deux décompositions LU et L'U’. Alors L’~'L = U'U~! = M. Donc M
est une matrice unipotente triangulaire supérieure et triangulaire inférieure, ce qui implique M = I,,,
d’ott on déduit L = L' et U = U’, ce qui conclut la preuve de (ii).

Prouvons maintenant (4i7). Soit A € GL,(K) admettant une décomposition LU. On a vu que Yk €
[I1,n]], Ar = det(Ax) = det(Ly)det(Uy), d’on det(Uy) = Ag. Uy étant triangulaire, on obtient
det(Uy) = Ay X 2—? X oo X AA;C: en développant par les lignes. Ce qui conclut la preuve de (4i7).

O

Soit A € GL,,(R) admettant une décomposition LU, voici un algorithme permettant d’obtenir les
matrices de sa décomposition.
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def lu_decomposition(A):
Effectue la decomposition LU d’une matrice carree A.
Renvoie les matrices L et U.
nnn
n = len(A)
L [[0.0] * n for i in range(mn)]
U [[0.0] * n for i in range(n)]

for i in range(n):
# Uppper Triangular
for k in range(i, n):
# Somme des produits L[i][j] et U[j][kl]
s = sum(L[i][j] * U[jl[k] for j in range(i))
# U[i][k] est A[i][k] moins la somme
ULil[k] = A[il[k] - s

# Lower Triangular
for k in range(i, n):
if i == 3
L[i]J[i] = 1.0 # Diagonal as 1
else:
# Somme des produits L[k][jl et U[j1[il
s = sum(L[kI[j] * U[jI[i] for j in range(i))
# L[k]1[i] est (A[k][i] moins la somme) divise par U[i][il]
L[k][i] = (A[k]1[i] - s) / U[il[i]

return L, U

Cet algorithme a une complexité générale de O(n?), ce qui n’est pas meilleure que 'algorithme de
Gauss. Mais dans certains cas, les matrices L, U peuvent étre plus faciles & calculer, ce qui peut donner
une meilleure complexité.
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Chapitre 8

Correction des exercices

8.1 Permutations

[B.2.7l Essayons de construire une permutation o de &,, pour voir ce qu’il se passe. Prenons 21 € [|1,n/],
nous avons 7 possibilités pour choisir z;. Puis, une fois choisie, nous avons n — 1 choix pour son image.
Posons donc o(z1) = 2. Il nous reste alors n — 2 choix pour 'image de x5. Si nous itérons 'opération,
nous voyons que nous avons n! choix pour construitre o. Donc &,, contient n! éléments.

B.2.21l i) Pour déterminer #Py(n), construisons ¢ € Py(n). Premiérement, il nous faut choisir un
ensemble K C [|1,n|] & k éléments, de sorte que O’|K = Id. Or, pour choisir K, nous avons exactement

(%) possibilités! Enfin, il nous reste a choisir les images de o sur [|1, n/]
K. Or nous avons exactement D,,_, maniére de choisir ces images. On conclut donc que #Py(n) =

n

(k)D n—k-
ii) On sait que !'n = #6,,. Cherchons donc & découper &,, en unions disjointes, de sorte a obtenir une
égalité sur les cardinaux. Remarquons que

k=0

de plus c’est une union disjointe, ce qui, en utilisant la symétrie des coeflficients binomiaux, nous permet
de conclure :
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iii) On applique la formule d’inversion de Pascal avec a,, = n! et b,, = D,, :

D, = Zn:(—n"—k(Z) k!

k=0
n !
B e N S
kz:%( ) kl(n —k)!

|

RS ek !
7};)( 1 (n— k)

Calculer la probabilité de piocher un dérangement dans &,, lorsque n — +oo, revient & calculer

n

. D
limy, 400 37

On a alors reconnu le développement en série de exp(—1), ce qui nous permet de conclure en disant
que cette probabilité est de %

B.2.3. Il nous faut tout d’abord choisir un ensemble a p éléments dans [|1, n|]. Nous avons (Z) maniéres
de choisir cet ensemble. Pour le choix du premier élément de notre cycle, nous avons p choix, puis p— 1
pour le deuxiéme ... Enfin, il y a p maniéres d’écrire un p-cycle. Donc le nombre de p-cycles dans &,,

(;)p! n!

est p (np)lp

[B.2.4l On étudie o*(1), et on observe qu'il forme le 6-cycle v = (1 3 2 6 4 5). Par chance, tous les
éléments de [|1, 6]] sont dans le support de . Donc, o = . Si tout les éléments de [|1, 6] n’étaient pas
dans le support de v, alors on aurait répéter la méme méthode sur les éléments manquants.
Décomposons o en produit de transpositions : o = (1 5)(1 4)(1 3)(1 2), on trouve que e(o) = 1.
Enfin, cette affirmation ce justifie par un calcul directe.

Soit ¢ une permutation de &,, et k € [|1,n]]. Soit « le plus petit entier naturel non nul tel
que 0@ = Id (il existe comme o™ = Id). On considére alors le cycle vz = (o (k) o2(k) ... o®~1(k)).
Si k et [ sont différents et dans [|1,n]|], alors les cycles v et ~; sont soit & supports disjoints, soit a
supports confondus. S’ils sont a supports disjoints, alors on fait le produit des deux, et on recommence
Popération avec m ¢ k, 1, sinon on garde uniquement ~y; et on recommence avec m. De cette maniére, on
décompose o en produit de cycles a supports disjoints. Donc ’ensemble des cycles a supports disjoints
engendre bien G,,.

3.2.6l On a vu dans l'exercice[3.2.4 qu'un produit de cycles a supports disjoints est commutatif, d’ou :
o™ ="' ..., Comme les cycles sont a supports disjoint, o™ = Id <= Vj € [|1,pl],~]" = Id. 1l
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vient directement que 0" = Id <= m divise 4143 ...7,. Or comme par définition de 'odre, si o est
d’odre m, m est le plus petit entier a vérifier cette condition, on a donc m =ppem(iq, ..., ).

[B.2.7l Nous allons démontrer ce résultat dans un cadre plus général. Soit (G, ) un groupe quelconque,
on notera 1 son élément neutre. Soient =,y € G, on note m l'odre de zy et n ordre yz (le cas ou n ou
m est infini étant trivial, il ne sera pas traité). Raisonnons par 1’absurde, on peut supposer sans perte
de généralité que m < n. On a alors (xy)™ =1 et (yz)” = 1. Or,

1= (yz)"
= yxyxyx . ..yxn fois
—

~—_————
m fois
—_—

n  (mod m) fois

C’est absurde car n (mod m) < n et donc par définition de I’ordre, (yx)™ ®™°4™) =£ 1. Donc on a
prouvé que m = n, ce qui conclut I'exercice.

[B-2.81 Montrons ce résultat dans un cadre plus général. Soient G un groupe fini, € son neutre et un
élément  de G d’ordre (fini) k. Montrons que X = {z* | 1 <i < k} est un sous-groupe de G.

Il est évident que e appartient a X. Soit a,b € X, alors a = 2 et b = 2° avec o, € N. Donc
ab = 2%gP = g0t = gotPf (mod k) Or o + B (mod k) < k, donc ab € X. De plus, soit y = 2P € X,
avec 1 < p < k. Alors, y~! = zF 7P vérifie yy=! = 2* PP = y~ly = 2% = e. Donc X est bien un
sous-groupe de G. Montrons maintenant que (z) = X. Par définition (z) C X. Soit y € X, alors y = 2!,
or x € (z) et comme c’est un groupe y = z! € (). Donc (z) 2 X. On a donc montré que X = (x) par
double inclusion.

[B.2.9L Soit i € [|1,n]],sii ¢ {a1,...,ap}, alors o(ay,...,a,)o (i) = i. Sinon, prenons (i), en éva-
luant notre expression, on obtient o (a1, ..., a,)o0 " (c(i)) = o(a;t1). Il sensuit que o (a1, ...,a,)0 ! =
(o(a1),0(ag),...,0(ap)). Comme toutes les permutations se décomposent en produits de cycles a sup-

ports disjoints, alors on peut conjuguer toutes les permutations de &,, de la méme maniére que pour
le cycle (aq,...,ap,). On en déduit donc que Z(6&,,) = {Id}.

Il est évident que Id appartient a %A, et que pour tout x,y dans 2,, leur produit reste
dans 21,. De plus, si o est dans 2, alors co™! = Id = ¢(0)e(c™!) =1 = ¢(0c7!) = L
On a donc montré que 2, est un groupe. Si f est un morphisme de G dans H, alors Vg € G,
flgker(f)g=t = f(9)f(97 1) = e. Donc gker(f)g—* D ker(f). L’inclusion inverse est triviale, il s’ensuit
donc que ker f <1 G. Comme 2A,, = kere, alors 2A,, < &,,.

B.2T11 Soient (i j), (k1), aveci # j # k # I, deux transpositions de 2,,, alors (i j)(k1) = (§ ki)(j k).
Comme 2/, est engendré par les produits de transpositions (¢ 7)(k 1), alors 2, est engendré par les
3-cycles.

Montrons maintenant que &,, n’est pas résoluble. Soient a,b,c,d,e € [|1,5]], tous différents. Alors,
[(abc),(cde)]=(abc)cde)abc) ™ ede) ™t =(abe)(cde)(cba)(edc)=(adc). Donc D(s)
contient tous les 3-cycles, d’ou D(2l5) = 2s. Il s’ensuit que ¥n € N* 25 = D" (s) C D"(S5), ce qui
conclut la preuve de la non-résolubilité de Gs.

Fixons z € X. On notera H = Stab(x) et O = Orb(z). Remarquons que H < G.

Montrons que :
v: G/H — X
g — g
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est une bijection, ce qui prouvera cette formule.

Premiérement, vérifions qu’elle est bien définie : soient g1,g91 € g, alors 3h € G tel que g1 = g2 * h.
Alors ¥(g1) =q1 -z =(g2%h) -2 =go-(h-2) = g2z =1(g2). Donc 1) est bien définie.
Deuxiémement, vérifions que 1) est injective : soient g1, g2 € G tel que ¥ (g1) = ¥(g2). Alors :

Y(g1) = ¥(g2)

— 01 T=g2%
<:>(gl*92_1)'m:x.

On obtient de méme :

Y(g1) = ¥(g2)

S grrrT=go T
<:>(g;1*gl)'x:x.

Ainsi gp * 92_1 € H = ggH C goH et réciproquement, goH C g1 H. Donc par double inclusion,
g1H = goH, ce qui prouve que v est injective.
Enfin, la surjectivité de 1 découle de la définition de O.

B.2.13

1 1
@ZHJJEX|9'9U=I}|=@><\{(gvx)GGXXM'I:xH

geqG

= ﬁ > IStab(z)]

rzeX
= 1
2 [Orb(x)]

Remarquez que nous avons utilisé la formule des classes pour passer de la ligne 2 a 3.

8.2 Formes n-linéaires alternées

4311 11 suffit d’écrire la définition du produit matriciel et d’effectuer un changement d’indices.
4.3.2l Grace a l'exercice précédent, il est immédiat que f vérifie ces propriétés.

M.3.3. Pour tout x € E, posons ||z| := /(z, z).

Soit (u,v) € E x E, posons P(X) = (u+ Xv,u+ Xv). En utilisant la bilinéarité du produit scalaire,
on obtient P(X) = 2X (u,u + Xv) = X?(v,v) + 2X (u,v) + (u,u). Par définition du produit scalaire,
P est positif sur R. Donc son déterminant A = 4(u,v) — 4(v,v) - (u, u), est négatif. On obtient alors
(u,v) < (u,u) - (v,v), ce qui nous donne en prenant la racine de I’égalité : |(u, v)| < |Jul| - |v].

M.3.4l On notera M, (R)*, la base duale de M,,(R). On sait qu'il existe f € M, (R)* tel que H = ker f.
Nous allons tenter d’obtenir une expression plus explicite de f. Pour ce faire, prouvons que ’application
linéaire
¢: M,(R) — M, (R)*
A — (fa:M+— Tr(AM))

est surjective. Etant donné que dim(M,,(R)) = dim(M,, (R)*)*, alors ¢ est surjective si et seulement si
¢ est injective?. Soit A € M, (R) tel que f4 = 0. Donc VB € M, (R), Tr(AB) = 0. En remplagant B
par ‘A, on reconnait alors un produit scalaire. Grace aux propriétés des produits scalaires, on obtient
que A = 0, donc ker¢ = {0} et ¢ est injective, puis surjective (donc bijective). Fixons maintenant
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A € M,(R), tel que H = ker f4. Supposons par l'absurde que H N GL,(R) = @. Ainsi, VM €
GL,(R), Tr(AM) # 0. Prenons alors P,Q € GL,(R) tel que PAQ = J, ou r = rg(A4) et ou J, =
(05541 (mod m)1<is<n € Ma(R)2. Alors £4(PQ) = Tr(APQ) = Te(PAQ) = Tr(J,) = 0. Done PQ €
GL,(R)NH, ce qui est absurde par hypothése !

8.3 Déterminant

(.81l Comme indiqué, considérons le polynéme suivant :

1 1 1
ap a9 N Xn
2 2 2
P—| @ as ... Xz
n—1 n—1 n—1
ay Qg X5

Attention, c’est bien un polyndéme et non une matrice, ne vous laissez pas impressionner! Si on déve-
loppe par rapport a la derniére colonne on obtient :

a 1 1 1
a1 ag —1
2 2 2 af az ...oap_
n+1 a1 a2 Un—1 n—1 n+n a2 a2 a2
P=(-1)"" x| . } . e XD x| M1 2 o Un-1) (81)
n—1 n—1 n—1 : :
aq (22} . Qp_q a,f_g ag_g an_%
n—

On remarque ainsi que le degré de P est au plus égal & n — 1. Or, le caractére alterné du déterminant
nous donne que P(a;) =0, Vi € [|1,n]|]. On peut alors conclure que P est de degré n — 1 et que nous
pouvons ’écrire de la maniére suivante :

n—1

P=A H —a;). (8.2)

Si 'on note D, le déterminant de Vandermonde a lordre n, on a Iégalité suivante : P(a,) = D,,.
D’apres (8.1), nous observons que A = D,,_1, ce qui en nous servant de (8.2]) nous permet d’établir la
relation de récurrence suivant :

oo o=

1 n—2 n—1
:H(ag—ai)x---x (an—1 — a;) X H(an—ai)
i=1 i=1 i=1

I
H E:

I
= H aj—ai.

1<i<j<n

Si vous n’étes pas convaincu, ce résultat se démontre trés bien par récurrence sur j.

1. Si E est un K-ev de dimension finie et que (e1,...,e,) est une base de F, alors (e}, ..., e ) est une base de E avec
e (ej) i= bij-

2. En utilisant le théoréme du rang.

3. L’existence de P, Q vérifiant cette relation est donnée par le théoréme d’équivalence par le rang (rg(A) = rg(Jr)).
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5.8.21 Nous allons appliquer la méme technique en remplagant notre déterminant par la fraction
rationnelle suivante :

1 1 1

al—{—bl al—{—bg e al—i}—X

F(X) _ a2~.kb1 aszz e agiFX
1 1 ' 1

antbi  antbs T an+X

Cela marche également si vous avez remplacé a,. Le but étant de travailler sur I'exterieur du déter-
minant afin d’obtenir une relation de récurrence. Pour cet exercice, je vais aller un peu plus vite car
vous devriez déja étre plus a laise avec ce type de manipulations. En développant F/(X) par rapport
a la derniére colonne, et en réduisant au méme dénominateur, on obtient alors :

i ()AL, H?§1(aj+X)
JF#i
H?:1(ai + X)

On notera P, le polynéme au numérateur. On remarque immédiatement que P est de degré n — 1 et
que ses racines sont by,...,b,_1. Donc :

F(X) =

(8.3)

WIS (X —b)
[T= (X +ai)

Essayons d’identifier A, pour ce faire retournons a la forme premiére de F' afin d’y faire des opérations
élémentaires sur les lignes et colonnes.

F(X) =

1 1 an+X

a1+by a1+bo e a1+X

1 1 an+X

az+by as+by T az+X
F(X)(G‘TL+X): . . .
1 1 1

an+b1  an+ba

WS (X i)
T2 (X +a:)

On évalue cette expression en —a,, et on obtient :

_1 _1 1

a1+b1 a1 +bz T a1+bn—1
1 1 1 el

az+by az+bz Tt az+bn_1 A Hi:l (—an —b;)
. . . = n—1 .
: : . . Hi:l (_an + ai)
1 1 1

an—1+b1  an_1+ba 77 ap_1+bn_1

D’ou, si 'on note le déterminant de Cauchy a l'ordre n C,, :

H?:_ll(*an + a,-)
H?gll(_an —bi)

A= C’nfl

Remplagons A dans notre expression initiale :

H;:ll(*an +a;) %

H?gll (—an —b;)

H?:_f(bn - bi) « 1
H?:l(b’ﬂ + ai) an + bn ’

Cn=F(,)=Ch1
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Avec un tout petit peu d’intuition et de calcul, on en déduit la relation de récurrence suivante :

o I —a) IS (e —b) 1
Cn — Un-1 n—1 X ) X
Hi:l (an + bz) Hi:l(bn + ai) an + by,

. H1§i<j§n(aj —a;)(bj — b;)
[li<ij<nlai +0;)

Encore une fois, je vous laisse vérifier ce résultat par réccurence si vous y tenez.

(.8.31 Commencons par démontrer I’égalité suggérée. Soit n € N*, considérons E = {n, 2.,z
On voit alors directement que |E| = n.
Réécrivons maintenant F' d’une autre maniére, en réduisant toutes les fractions sous forme irréductible :

U{ §|k€[|1,n|} etk/\n:l}
d|n

C’est une union disjointe donc rien de plus facile que de calculer son cardinal :
i | ke [|1,n|]] et kA 1 E (d)
— nll e n = =
p ) z 2

Si vous n’avez pas compris le passage A ¢, je vous invite a regarder la définition de p(n). Sinon, tant
mieux !
Essayons maintenant d’écrire notre matrice avec notre nouvelle formule :

V(Z’]) € “17”‘]27 ngd(imj) = Z L)O(d)

d|pged(i,j)

|E| =

d|n

Pas trés pratique n’est-ce pas! Comme i et j varient entre 1 et 1, nous pouvons un peu arranger notre
formule :

V(i,§) € [|Lnll?, pged(i, i) = > ¢(d)

d=1
d|pgecd(i,j)

Presque super ! Mais la condition d|pged(i, j) nous embéte toujours. Pour s’en débarraser, posons :

s 1 siilj
771 0 sinon

ce qui nous permet maintenant de réécrire :
n
V(Zm]) € [|17nH2 ng a] = ZQO (;dl(sdj
d=1

Hummm, cette formule ne vous fait donc penser a rien? On dirait un petit peu (un tout petit peu) la
formule du produit matriciel.
Essayons alors d’écrire notre matrice de départ comme un produit :

pQCd(Z .7 1<i,5<n — (ZSD 6d7,6d]>

=AB

1<i,j<n
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avec A = (aij)lgi,jgn et B = (bij)lgi,j§n~
Par identification, on trouve : a;; = ¢(j)dji et b;; = J;;. Ouf! nous pouvons enfin finir en utilisant les
propriétés du déterminant :

det (pged(i, j)1<i j<n) = det(AB)

= det(A) det(B)
(1) 0 0 17 ?

2 t. . .

= det ’ #(2) ) - det 0 1
. . . 0 2
? 7 p(n) 0 0

=[[ e

i=1

(.84l On remarque que A, est semblable au déterminant de Vandermonde. Essayons donc de nous
ramener & ce dernier.

S’il existe ¢ € [|0,n|] tel que z; = 0, alors A,, est nul. Supposons donc z; # 0, pour tout ¢ dans [|0, n|].
En factorisant chaque ligne par z}', on obtient :

n—1 n
1 % Yo . Yo
n— n
o Tqo )
n—1
n 1 » Y1 Y1
n 1 et @y
A, = | I AN 1 ,
i=1
n—1 n
1 Yn Yn Yn
n—1 n
Tn Tn Tn

ce qui est un déterminant de Vandermonde ot les inconnues sont 2.
- yi Y Z
i . j i
Ainsi, A, = H Tk H -
=Xy T
k=1 1<i<j<n

5.8.5l Remarquons que

0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
1
A=a +---+ag 0
0 . o0
. . . . 1
0o . .. .. o1 0 0

Notons J, la premiére matrice de cette somme (observons que ce sont des matrices de permutations).
Alors on observe que J* est la i-éme matrice de cette somme (autrement dit, les matrices dans la
décomposition de A ci-dessus, sont les éléments de lorbite de J). Nous avons donc obtenu que

n—1
A= Z aka.
k=0
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Intéréssons nous au polynéme caractéristique de J :

X -1 0

XJ .
o . -1
-1 X

En développant par rapport & la premiére ligne, puis en appliquant un n-cycle aux colonnes de la
. . 24T
matrice, on obtient (avec ( =e™n ) :

n—1

xo=X"-1=[[(Xx-¢h.

k=0

C’est un polynomes scindé a racine simple, et donc les valeurs propres de .J sont (¥ pour 0 < k < n—1.
Posons donc D = (C’léij)lgi,jgn. Alors il existe P € GL,(K), tel que A= PDP~!.
Ainsi,

det(A) = det(PAP™)

5.8.6l Remarquons que () est une équation cartésienne d’un K-ev de dimension p. Il y a donc p suites
récurrentes linéaires d’ordre p a valeurs dans K caractérisées par (). Notons F, ce K-ev.
Untp—1

Untp—2
Considérons la suite (U, )n>0 & valeur dans M), 1(K) et de terme général U,, =

un
On a alors la relation de récurrence suivant : U, 11 = AU, ou

ap—1 GQp—2 ao
1 0 0
N 1 0 0
0 1 0

Par une récurence triviale, on obtient donc U,+; = A"Uy. Tentons donc de diagonaliser A afin de
calculer ses puissances. En développant x 4 par rapport & sa premiére ligne, on obtient :

p—1
XA = XP — Zaka.
k=0

1. Car le déterminant d’une matrice diagonale est le produit de ses termes diagonaux.
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Posons f € L(KY) définie par :

Alors (x) < fP(u) = aof%(u) + a1 f(u) + -+ ap—1 fP71(u), ainsi u = (uy),>0 vérifie (x) se traduit
par xa(f)(u) = 0.

Si x4 est scindé sur K, on peut réécrire :

d
xa=](X—ax)™,
k=1
ol a, ..., aq sont les racines de x4 de multiplicités respectives my, ..., mg. En appliquant le Lemme

des Noyaux, on obtient que
d
ker (xa(f)) = @ ker (f — a;Id)™ .
i=1

Nous cherchons donc une base de ker (f — a; Id)™.
— Sim; =1:alors f(u) = aju <= VYn € N u,y1 = ayu, . Ainsi, u est une suite géométrique de
terme principal u,, = Aaj' o A est une constante.

— Sim; > 1:nous pouvons réutiliser 'idée des suites géométriques mais en les "dérivant" successive-

ment. Ainsi ker (f — a;1d)™" sera engendrée par (Aa}'), 5, (Anal), 5, (AnZal) (AnmiTtan)

n>0°"" n>0"

En réunissant toutes ces bases, on trouve alors une base de F,.

d m;—1
Si K = C, alors u,, = Z Z )\Z-yjnja?.

i=1 j=0
Dans le cas K = R, il nous faudra distinguer racines réelles et complexes. Si z € C est racine de
X4, alors la suite (2™),>0 vérifie (x) . En écrivant z = pe??, on développe 2" = p"(cos(nf) +isin(nd)).
Ainsi, (p™ cos(nf))n>o0 et (p"sin(nh)),>o vérifient (x) et ne sont pas colinéaires. Ainsi, si les o; pour
1 <7 < d sont les racines réelles de x4 et de multiplicité m; ; et que pjeimj pour 1 < j < g sont les
racines complexes de x4 de multiplicité ¢;, alors

d m;—1 q t;—1
Up = Z Z Aijn’ o + Z Z pin? (i j cos(nb;) + i ; sin(nb;)).
i=1 j=0 i=1 j=0
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8.4 Différentielle du déterminant

6.3.1L On pose g : R — M, (R), tel que g(x) = e®. det et g sont O sur R, donc leur composition
aussi. Soient z,h € R, on peut donc utiliser la formule donnée dans I’énoncé :

dfz(h) = Ds(x) - h
= D(detog)(x) - h
= Daet(9()) - Dg(z) - h
= Daei(g(2)) Ae™ -h
—
ddety (s (Aen )
= Tr(*Com(g(z))Ae* ) - h
= Tr(‘Com(e®) Ae™™) - h
= Tr(*Com(e*4)e* A) - h
= Tr(det(e*)A) - h
= f(x) - Tr(A) - h.

6.3.21 Observons que GL,(R) = detfl(R*). De plus, dans R muni de sa métrique habituelle, R* est
un ouvert, ce qui nous donne que GL,(R) est un ouvert (dense) de M, (R).
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